L'ALGEBRE DE HOPF BITENSORIELLE 



Dominique Manchon 

Institut Elie Cartan 
CNRS 
BP 239 

54506 Vandoeuvre les Nancy Cedex, France 
e-mail : manchon@iecn.u-nancy.fr 



Resume 

Nous construisons pour tout corps k de caracteristique zero un foncteur de la categorie 
des /c-espaces vectoriels dans la categorie des /c-algebres de Hopf pointees, qui a tout espace 
vectoriel V associe son algebre de Hopf bitensorielle pointee Ay. Cette algebre de Hopf est 
graduee, verifie une propriete universelle, et contient une famille remarquable d'elements 
primitifs V . Nous conjecturons que V engendre l'algebre de Lie des elements primitifs de 
Ay. Enfin lorsque V est de dimension finie nous mettons en evidence un couplage de Hopf 
entre Ay et Ay* dont le noyau contient l'ideal (de Hopf) engendre par les elements de V 
de degre au moins egal a 2. 

Abstract 

For any field k of zero characteristic we give a functor from the category of /c-vector 
spaces into the category of /c-Hopf algebras, attaching to any vector space V its bitensorial 
pointed Hopf algebra Ay. This Hopf algebra is graded, fulfills a universal property, and 
contains a remarkable subspace V of primitive elements, which as a conjecture may generate 
the Lie algebra Prim .Ay In case V is finite-dimensional we exhibit a Hopf pairing between 
Ay and Ay* whose kernel contains the (Hopf) ideal generated by the elements of V of 
degree > 2. 

Introduction 

Etant donne un espace vectoriel V sur un corps k, on sait lui associer de maniere 
fonctorielle une algebre, son algebre tensorielle T(V), qui contient V de maniere naturelle, 
et qui verifie de plus la propriete universelle suivante : pour toute algebre A et pour toute 
application lineaire f de V dans A il existe un unique morphisme d'algebres / de T(V) 
dans A qui prolonge /. 

Nous montrons ici qu'une construction similaire est possible dans la categorie des 
algebres de Hopf pointees : on considere sur Fespace T(V) la structure de cogebre obtenue 
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en dualisant la structure d'algebre de T(V*). La comultiplication est donnee par : 

n 

A(xi <8> ■ • • <g) x n ) = y^(a?i <g) • • • ® ® • • • <g) x n ) 

i=0 

et la co- unite £ par le terme constant. Appliquant le foncteur "algebre tensorielle" a la 
comultiplication A et a la co-unite e nous munissons de maniere naturelle la double algebre 
tensorielle T(T(V)) d'une structure de bigebre. Identifiant les puissances de l'unite c de 
T(V) et l'unite 1 de T(T(V)), qui sont les elements de type groupe de la bigebre, on obtient 
une bigebre pointee Ay qui se trouve etre une algebre de Hopf. 

Lorsque le corps est de caracteristique nulle, l'antipode est d'ordre infini et admet une 
expression explicite : on definit So comme l'unique antimorphisme d'algebres tel que : 



So I =-I + 2ue 
°\T(V) 

et V operateur de cesure U comme l'unique derivation de Ay telle que : 



U\ =(I- ue) * (I - ue) 
\T(V) V ' ' 

ou l'etoile designe le produit de convolution [Ab, Sw]. On a alors : (Theoreme 1.3) : 



S = (exp-U).So 

La construction est fonctorielle, et l'algebre de Hopf pointee Av ainsi construite verifie 
la propriete universelle suivante : pour tout espace vector iel V sur k, pour toute algebre 
de Hopf pointee H et pour tout morphisme de cogebres / de T(V) dans H il existe un 
unique morphisme d'algebres de Hopf / de Ay dans TC qui prolonge /. On peut enlever 
le mot "pointee" dans l'enonce en remplagant Ay par Ay, obtenue a partir de T(T(V)) 
en rajoutant formellement les inverses des elements de type groupe (§ 1.6). 

Le deuxieme resultat est le theoreme 1.5, qui met en evidence une famille d'elements 
primitifs : on montre que pour tout tenseur symetrique v G T(V) l'element <p(U)v est 
primitif, ou <p est la serie entiere definie par : 




Nous conjecturons que cette famille engendre l'algebre de Lie des elements primitifs 
de Ay. 

Dans la deuxieme partie nous mettons en evidence, dans le cas ou l'espace vectoriel 
V est de dimension finie, un couplage de Hopf entre Ay et Ay*, dont le noyau contient 
l'ideal engendre par l'ensemble des (p(U)v, v G S^CV). (Theoreme II. 1). 

On obtient bon nombre d'algebres interessantes (algebre symetrique ou exterieure, 
algebre enveloppante d'une algebre de Lie, etc.) comme quotient de l'algebre tensorielle 
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par un ideal bien choisi. On peut de meme esperer retro uver des algebres de Hopf comme 
quotients ou sous-quotients de l'algebre de Hopf bitensorielle par un ideal de Hopf ad hoc. 
Par exemple les algebres enveloppantes quantifiees pourraient etre obtenues a partir de 
l'algebre de Hopf topologique ,4.y[[Vi, t]] sur l'anneau k[[h, £]], ou V est une bigebre de Lie 
[Dr,E-K, R]. Nous esperons revenir sur cette question dans un prochain article. 

L'auteur tient a remercier Alain Fuser, Pierre- Yves Gaillard, Guy Rousseau et Marc 
Rosso pour d'utiles discussions, ainsi que Pierre Marchand pour les aspects combinatoires 
du theoreme 1.5, et Olivier Ramare pour la demonstration du non moins combinatoire 
lemme II. 7. 

I. L'algebre de Hopf bitensorielle 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k, et soit T(V) son algebre 
tensorielle. On munit un quotient de la double algebre tensorielle T(T(V)) d'une structure 
naturelle d'algebre de Hopf, ni commutative ni cocommutative, dont l'antipode, d'ordre 
infini, admet une expression explicite. 

1.1. La bigebre bitensorielle 

On designe par T(V) l'algebre tensorielle de V definie par : 

Tiy) = kc®V ®V m ®--- 

ou c designe l'unite du corps k. C'est l'element central normalise de l'algebre T(V). On 
s'interessera a la structure de cogebre sur T(V) dont la comultiplication : 

A : T(V) — >T(V)®T(V) 

est definie par A(c) = c®c et : 

k 

A(xi ® • • • (g) Xk) = ® • • • <E) Xj)®(xj + i ® • • • <g) Xk) 

On a note ® le produit tensoriel ci-dessus pour ne pas le confondre avec le produit tensoriel 
<E> constitutif de T(V). On verifie facilement que A est co-associative, et que l'application 
de Tiy) dans k qui a tout element associe son "terme constant" est la co- unite. 

On considere alors la double algebre tensorielle : 

Aq = T(T(V)) = k® TiV) ® T(V)' 2 ® ■ ■ ■ 

ou Ton note avec un gros point (•) le second produit tensoriel, pour ne pas le confondre 
avec le <S> de Tiy). La comultiplication se prolonge en un unique morphisme d'algebres : 

A : Aq — > T(T(V)®T(V)) 
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Or Palgebre T(T(V)®T(V)) se plonge dans A ®A via : 

(ai<8)6i) • • • • • (a k ®b k ) i — ► (ai • • • • • a k )®(bi •■■■•b k ) 

De meme la co-unite s'etend en un unique morphisme d'algebres : 

e : Ao — > 

ce qui munit (Ao, •, A, d'une structure naturelle de bigebre. 

On appelle mot un element indecomposable de T(V), et on appelle phrase un element 
indecomposable v\ • • ■ • • v k de Ao, ou chaque Vj est lui-meme un mot. 

1.2. L'algebre de Hopf bitensorielle pointee 

On considere dans Ao Pideal bilatere X engendre par c — 1. La relation : 

A(c - 1) = c®c - ldil = (c - l)(g>c + l(g>(c - 1) 
montre que X est un bi-ideal. Le quotient : 

A = Ao/T 

herite done naturellement d'une structure de bigebre [Ab th. 4.2.1]. Les elements de type 
groupe de Ao (e'est a dire verifiant A(x) = x®x) sont les puissances de c. Le seul element 
de type groupe de A est done l'unite, e'est a dire que la bigebre A est pointee. Par ailleurs 
le plongement canonique de T(V) dans son algebre tensorielle Ao induit un plongement 
naturel de T(V) dans A, et T(V) engendre alors Palgebre A. 

On note m la multiplication de A® A dans A, et u Papplication unite : k — > A qui a A 
associe A.l. On cherche un antipode, e'est a dire par definition une application S : A — > A 
telle que le diagramme ci-dessous commute : 

A®A A®A 
A m 
/ \ 

(*) A — ^— > k — ^ A 

\ / 
A m 

A®A A®A 
I®S 

On a A(l) = 1(g) 1 d'ou necessairement ^(l) = 1. Pour tout x G V on a : A(x) = 1®x+x®1 
(puisque c et 1 sont maintenant identiques dans A), d'ou on deduit, compte tenu du 
diagramme ci-dessus : 

S(x) = -x 

Essayons de determiner S(x®y) pour x, y G V : la partie superieure du diagramme se lit : 

m(I(§S)A(x ® y) = 
4 



soit : 

m(I®S)(l® x ® y + x®y + x <g> y ®1) = 

soit encore : 

S(x <S> y) — x»y + x®y = 

d'ou finalement : 

S(x ® y) = x • y — x ®y 

On verifie immediatement que la partie inferieure du diagramme commute, c'est a dire 
que : 

m(S®I)A(x <g> y) = 
Au cran suivant, en suivant la meme methode on trouve : 

S(x <S> y <S> z) = —x <S>y<S>z + x»(y<S>z) + (x<S>y)»z — x • y • z 

Un simple raisonnement par recurrence nous conduit done au theoreme suivant : 

Theoreme 1.1. 

Pour tout espace vectoriel V de dimension Gnie sur un corps k de caracteristique zero, le 
quotient A de la bigebre bitensorielle T(T(V)) par le bi-ideal X engendre par la relation : 
c = 1 admet un (unique) antipode S, d'ordre inGni, donne par la formule : 

S( Xl <g) • • • (8) x k ) = {-l) k+lJ] <fj{xi,---,Xk) 
Jc{i fc-i} 

avec : 

<pj(x!, ...,X k ) = X 1 *j---*jX k 

oil Xj *j Xj+i est egal a Xj ® Xj+i si j G J, et a Xj • Xj+i si j J, la loi <8> etant supposee 
prioritaire devant la loi •. 

Demonstration. On a verifie le theoreme pour k < 3. Une simple recurrence a l'aide de la 
partie superieure du diagramme fournit la formule donnee dans l'enonce, et on verifie facile- 
ment que la partie inferieure du diagramme commute aussi. On obtient ainsi l'expression de 
l'antipode sur T(V), et done sur tout A puisque S est un antimorphisme d'algebres. Reste 
a verifier que le diagramme commute pour tout element de A. Ceci resulte directement de 
la proposition suivante : [K, lemma III. 3. 6] 

Proposition 1.2. 

Soit (B, m, A, u, e) une bigebre, G une partie de B engendrant B en tant qu'algebre, et S 
un anti-morphisme d'algebres tel que le diagramme (*) commute pour tout element de G. 
Alors S est un antipode. 
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Fin de la demonstration du theoreme : On remarque que pour tout x,y G V on a : 

S 2 (x <8>y) = x ® y — (x • y — y x) 
d'ou on deduit immediatement : 

S p (x <S> y) = x <E> y — p(x • y — y • x) 
ce qui montre que l'antipode est d'ordre infini. 

1.3. L'operateur de cesure 

On supposera dorenavant que le corps de base est de caracteristique nulle. On designe par 
So l'unique anti-automorphisme de l'algebre A qui verifie : 

S | =-I + 2ue 
°\T(V) 

Le compose SSo est alors l'unique automorphisme de l'algebre A qui s'exprime sur T(V) 
par : 

SSoix! ® • • • ® x k ) = J2 (-l) fc+|J|+ Vj(^i, ■■■,x k ) 

JC{l,...,fc-l} 

Theoreme 1.3. 

Soit U V unique derivation de l'algebre A telle que : 

U\ =mA-2I + ue 
\T(V) 

Alors on a : 

SS = exp -U 

Demonstration. U(l) = 0, et U(x) = pour tout x G V. Sur les elements de T(V) de 
degre superieur on a : 

fe-i 

U(xi <S> • • • <S> Xk) = y^pEl <%>•••<%> Xj) • (Xj+i <%)■■•(%) Xk) 

On en deduit facilement que pour r < /c on a : 

?7 r (xi ® • • -<g)Xk) = r\ ^ x\ ® ■ • ■®Xj 1 »Xj 1+ i ® • • • <S>Xj 2 • ■ ■ ■•Xj r+ i ® • • -<S>Xk 

l<ji< — <j r <k-l 

alors que U r (xi <8> • • • <8> Xk) =0 pour r > k. Le theoreme s'en deduit aussitot. 
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Corollaire 1.4. 

Soit C une sous-cogebre de T(V). Alors la bigebre C = T(C)/TP\T(C) est une sous-algebre 
de Hopf de A. 

Demonstration. II est clair que U respecte C, done SSq = exp — £7 aussi. Comme d'autre 
part il est evident que £0 a la meme propriete, on en deduit que C est stable par S = 
(exp -U)S 

• 

Definition : On appelle operateur de cesure de Valgebre de Hopf A la derivation U 
definie dans ce paragraphe. Cet operateur associe a un mot la somme de toutes les phrases 
obtenues en coupant ce mot en deux mots effectifs, e'est a dire de longueur non nulle. 

Remarque : une autre methode de construction de l'antipode fait appel au produit de 
convolution : on considere l'egalite formelle : 

S = r~ 1 = (ue- (ue-I))*' 1 

k>0 

On montre ensuite facilement que pour tout v G T(V) et pour tout k > 2 on a : 

(ue-iy k (v) = (-l) k ^^(v) 

ce qui donne un sens a l'egalite ci-dessus, et ce qui montre aussi que pour tout v G T(V) 
on a : 

S(v) = 2ue(v) — exp —U(v) 
ce qui nous permet de retrouver l'expression de l'antipode donnee par le theoreme 1.3. 
1.4. Une famille d'elements primitifs 

On suppose toujours que le corps est de caracteristique zero, et on conserve les notations 
du paragraphe precedent. Un element primitif d'une algebre de Hopf est un element v qui 
verifie : 

A(v) = l®v + v<g>l 
Un element primitif verifie toujours : S(v) = —v. 

Soit A l'algebre de Hopf bitensorielle construite sur un espace vectoriel V de dimension 
finie. Alors tout element de V est un element primitif de A. Si x et y appartiennent a V 
on verifie aisement que l'element : 

v = x®y + y®x (x • y + y • x) 

est primitif. Nous allons decrire un procede qui permet d'associer un element primitif a 
tout tenseur symetrique : 

On designe par <p la serie entiere definie par : 

1 - e~ z ^ (-l) p 
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Theoreme 1.5. 

Pour tout tenseur symetrique vq G T(V) l'element 



v = ip(U)(v ) 

est primitif. 

Demonstration. On considere l'espace A[[t}} des series formelles a coefficients dans A. Cet 
espace est muni d'une structure d'algebre de Hopf topologique sur k[[t]] [Dr, E-K]. Pour 
tout x G V on considere l'element : 



< Jx = (l-tx)®- 1 = l + Y,^® k 



k>i 

Un calcul immediat montre que cet element est de type groupe, c'est a dire qu'il verifie : 

Ag x = 9x®9x 

On en deduit que : 

log** = -\(E* x ° k Y 2 + l(Z* x * k Y 3 -■■ 

k>l k>l k>l 

est primitif dans c'est a dire que pour tout entier n > 1 le terme en t n dans 

la somme ci-dessus est primitif dans A. Or ce terme est precisement ip(U)(x® n ). Pour 
passer du tenseur symetrique x® n a un tenseur symetrique quelconque on utilise le principe 
d' inclusion-exclusion : 

On considere dans l'ensemble {1, . . . , n} k le sous-ensemble B des k- up lets ou toutes 
les lettres apparaissent, et pour tout j G {1, . . . , n} le sous-ensemble Aj des k-uplets ou la 
lettre j n'apparait pas. On a alors : 

n 

(j u ...,j k )eB p=i (j 1 ,...,j k )eA v p-r\A Vp 

n 

= ^i®---®^+^(- 1 ) P+1 (xi + ---x- 1 ---x- p --- + x n )® k 

(ji,---,3k)eB P=l l< qi <---<q p <n 

II suffit alors de faire k = n et d'appliquer <^(f7) aux deux membres de l'egalite ci-dessus 
pour obtenir le theoreme. 
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1.5. Le foncteur A 

L'operation qui consiste a associer a un espace vectoriel V de dimension finie son 
algebre de Hopf bitensorielle pointee Ay est un foncteur de la categorie des espaces vec- 
toriels de dimension finie dans la categorie des algebres de Hopf pointees (c'est a dire 
contenant un unique element de type groupe). En effet si / : V — > W est une application 
lineaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie, T(T(f)) envoie l'ideal X de V 
dans l'ideal X de W et definit done par passage au quotient un morphisme de bigebres : 

Af : Ay — > A\y 

qui est done un morphisme d'algebres de Hopf [Sw] 

Enfin l'algebre de Hopf pointee Ay verifie la propriete universelle suivante : pour 
toute algebre de Hopf pointee H et pour tout morphisme de cogebres ip de T(V) dans H 
il existe un unique morphisme d'algebres de Hopf ip de Ay dans H tel que le diagramme 
ci-dessous commute : 

T(V) < ► Ay 

1j) /if} 
n 

1.6. L'algebre de Hopf bitensorielle universelle 

On peut modifier un peu la construction ci-dessus de maniere a obtenir une algebre 
de Hopf qui verifie la propriete universelle du §1.5 pour toute algebre de Hopf Ti pointee 
ou non : on considere dans Ao[t] l'ideal J engendre par {c»v — vc, v <E Ao} et par ct—1, 
et on pose : 

A = A [t]/J 

On verifie facilement que A est une algebre de Hopf, et qu'on a une formule explicite pour 
l'antipode : si U designe I'operateur de cesure defini comme pour A on a : 

SS = C' 1 exp -UC' 1 

ou C designe l'automorphisme d'algebres tel que C(y) = c • v pour tout v G T(V). Pour 
tout tenseur symetrique v G T(V) c'est alors l'element C _1 </?(L r )(t') qui est primitif. 

II. Un couplage (degenere) entre deux algebres de Hopf 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et V* son dual. Soit A (resp. A) 
l'algebre de Hopf bitensorielle construite sur V (resp. v*). On designe par la meme lettre 
U les operateurs de cesure de A et A. 

Dans ce paragraphe on met en evidence un couplage degenere non nul entre les deux 
algebres de Hopf A et A. 
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Theoreme II. 1. 

II existe un couplage de Hopf non nul < ., . > entre les deux algebres de Hopf A et A, tel 
que tout v G <p(U).S( 2 \V) est dans le noyau A (resp. tout a G (p(U).S^(V*) est dans 
le noyau A ). 

Demonstration. Nous aurons besoin de quelques preliminaries combinatoires. A toute 
phrase de A on de A on peut associer son type J = . . . ,j r ), ou j q est la longueur 
du g ieme mot la constituant. On appellera aussi indifferemment type la partie de N* 2 
constitute des (q,j), q < r et j < j q , et on notera cette partie par la meme lettre J. On 
notera J p la p ieme ligne du type J. Tout type se represente par un diagramme de Young : 
ci-dessous le type (3,4, 2). 

• • • 

• • • • 

Pour toute phrase v de type J dont les lettres s'ecrivent (x q ) qe j dans l'ordre lexi- 
cographique, et pour toute partie L de J on peut faire de L un type de fagon evidente (en 
"justifiant a gauche"), et considerer la phrase vl de type L extraite de v dont les lettres 
sont les (x q , q G L), rangees par ordre lexicographique. 

On considere sur N* 2 deux relations d'ordre strict : l'ordre lexicographique strict < 
et un ordre partiel strict -< defini par : (x, y) -< (x', y') si et seulement si x = x' et y < y' . 

Soient J et K deux types de meme cardinal. Une bonne bijection de J sur K est une 
bijection <p telle que : 

(p(x, y) -< (p(x', y') => (x, y) < (x', y') 
(x, y) -< (x, y) =>• (p(x, y) < (p(x', y') 

La proposition suivante decoule immediatement de la definition : 
Proposition II. 2. 

Soient J et K deux types de meme cardinal. Alors si (p est une bonne bijection de J sur 
K, ip~ x est une bonne bijection de K sur J. 

On notera ojk l'ensemble des bonnes bijections de J sur K. A toute bonne bijection ip 
entre deux types J = (ji, . . . ,j r ) et K = (k±, . . . , k s ) de meme cardinal on associe une 
J— partition de K : 

K = Ki(J,V?)n---Hif r (J,v?) 

avec : 

K p (J,tp) = ip(J p ) 

D'apres la proposition II. 2 on peut associer a toute J— partition de K une K— partition 
de J et reciproquement. On dira que ces partitions de J et de K sont duales Tune de 
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l'autre. Ci-dessous nous avons represent* une bonne bijection entre deux types J et K de 
cardinal 9, et les deux partitions duales associees. 



1 2 3 4 7 8 9 

6 6 2 5 

3 4 6 

II nous reste encore a definir le nombre d'horizontalite d'une bonne bijection (p entre 
deux types J = (ji, ■ ■ ■ ,j r ) et K = (k±, . . . , k s ) de meme cardinal : 



K= \\ (card(^(J p ) r\K q ))\ 



9 = 1, 



Proposition II. 3. 

ip et </? -1 ont meme nombre d'horizontalite 

Demonstration. En appliquant la bijection </? _1 aux ensembles <p(J p ) H K q on a aussi : 

K= J] (card^n^- 1 ^)))! 

p — 1 ,r 
q — l,...,s 

qui est par definition egal a h^-i. 

On definit alors le couplage entre A et A de la fagon suivante : 

1) L' unite de A (resp A) est orthogonale a toute phrase de A (resp. .4.) de longueur non 
nulle, et < 1.4, 1^- >= 1 

2) Si v est une phrase de A de type J = (ji,...,j r ) et a une phrase de ^4 de type 
K = (fci, . . . , fc s ), dont les lettres sont notees (x q ) q£ j (resp. (Cg)gex) alors : 

<fi£o~JK ^ qeJ 

ou encore, compte tenu de la proposition II. 3 : 

< v, a >= Y II < & > 

En particulier : a) Si t> et a sont de longueurs differentes, < v, a >= 

b) pour toute famille (x\, . . . ,x n ) d'elements de V et pour toute famille 
d'elements de V* on a : 

1 n 

< xi <g> • • • ® x n , fi <g> • • • <g> f n > = — TT < a*, & > 

n! - LJ - 

i=i 
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c) Si v = v\ • • • • • v r est une phrase de A de type J = . . . ,j r ) de longueur n, chaque 
v p etant un mot de longueur j p , on a pour tout mot a de longueur n dans T(V*) C .4 : 

n! 

< v, a >= — ; < v\ <g) ■ ■ ■ <S> Vk, ol > 

d) Si a = a.\ • • • • • a s est une phrase de A de type K — (ki, . . . , k s ) de longueur n, chaque 
a p etant un mot de longueur k p , on a pour tout mot v de longueur n dans T(V) C A : 

n\ 

< v,a >= — — < v, ai <S> ■ ■ ■ <S> a s > 

l^i • ~ ' ' k s l 

Soit une phrase v de A, de longueur n, qui s'ecrit comme produit de deux sous- 
phrases : v = v\ • V2- Le type J de v s'ecrit (avec une notation evidente qui se passe de 

commentaires) : J = 1 , ou J\ (resp. J 2) designe le type de v\ (resp. V2)- 

■'■2 

Soit maintenant a une phrase de A de longueur n de type K. Toute bonne bijection 
(p de J sur K induit par restriction une bonne bijection cpi de J\ sur une partie K' de K, 
et une bonne bijection ip2 de J2 sur le complementaire K" . Reciproquement tout couple 
(<fi,<f2) de bonnes bijections, cpi : J\ — > K 1 et <f>2 '■ J2 — ^ ou (K',K n ) forme une 
partition de K telle qu'aucun element de if" ne precede par l'ordre -< un element de K', 
induit une bonne bijection <p de J sur K, et il est clair qu'on a : 

— h<pi h(f2 

Appelons un couple (K',K n ) comme ci-dessus un bon decoupage de K. Soient (x q ) qe j 
(resp. (£q)q£K) les lettres qui composent v (resp. a). On a d'apres ce qui precede : 

(*) <V 1 »V 2 ,a>= h \ II < X 9>Z<Pi(q) > II < X 1^<P2d) > 

(K',K")eD K ^l^JiK' lfl V2 qEJi q€J 2 
•^2^° J 2 K" 

ou Dk designe l'ensemble des bons decoupages de K. D'autre part, on voit facilement 
que : 

Act = ax'^cxK" 

(K',K")eD K 

d'ou grace a (*) : 

< vi • V2, a >=< v\®V2i Aa > 

La demonstration de la deuxieme assertion du theoreme est alors immediate, compte tenu 
du role symetrique joue par A et A, mis en evidence par les propositions II. 2 et II. 3. Le 
theoreme II. 1 est done demontre. 
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Corollaire II. 4. 

L'orthogonal A (resp. A^) est un bi-ideal de A (resp. A) 
Proposition II. 5. 

Les antipodes S et S des algebres de Hopf respectives A et A sont adjoints Vun de V autre 
pour le couplage. 

Demonstration. II faut demontrer que pour toute phrase v & A et a & A on a, : 

< Sv, a >=< v, Sa > 

Si v et a sont des mots cela decoule des deux egalites : 

< Sov, a > =< v, Soa > 
< U(v), a > =< v, U(a) > 

et du theoreme 1.3. Si maintenant v\ et V2 sont deux phrases telles que pour tout mot a 

on ait < Svi, a >=< Vi, Sa >, i = 1,2, on a : 

< S(vi • V2), os > =< Sv2 • Svi, a > 
=< Sv2®Svi, Act > 
=< v 1 ®v 2 , (S®S)A op a > 
=< V1&V2, ASa > 
=< v\ • V2, Sa > 

ce qui montre que l'egalite a lieu pour toute phrase v et tout mot a. Repetant ce procede 
d'extension du cote dual on obtient la proposition. Le couplage est done un couplage 
d 'algebres de Hopf. 

• 

Corollaire II. 6. 

L'orthogonal A (resp. A^) est un ideal de Hopf de A (resp. A) 

Nous allons maintenant montrer que le couplage est degenere, et mettre en evidence un 
ideal de Hopf explicite non nul J (resp. J) contenu dans l'orthogonal A (resp. A ). 

Lemme II. 7. 

pour tout n > 2, pour tout Xi,...,x n G V (resp. £i,...,£ n G V*) et pour tout mot 
a G T(V*) C A (resp. v G T(V) C A) on a : 

<<p(U)(x 1 ®---®x n ),a>=0 (resp. < v, (p(U)(^ <g> • • • (g) >= 0) 
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Demonstration. Les espaces V et V* jouant un role symetrique, il suffit de montrer la 
premiere assertion du lemme. On a : 

< <p(U)(x 1 <S> ■ ■ • <8> x n ), a >= ^2 I T i A n,k <x 1 <g>---<g>x n ,a> 



avec : 



E 



On introduit la famille de polynomes P n definie pour n > 1 par : 

n-l 
k=0 

On a pour tout mot a E T n (V*) C A : 

< e tc/ (xi ® • • • <g> x n ), a >= P n {t) < x\ <g) • • • <g) x n , a > 
et done le lemme est vrai si et seulement si pour tout n > 2 on a : 



y p n (t)^=o 



L'egalite : 



jjk " 1 jjk — 1 

— (x 1 <S> ■ ■ • <S> x n ) = y^^xx <S> ■ ■ • <S> Xj • ^ _ ® ' ' • ® ^n) 

conduit a la relation de recurrence : 

n-l 

P n (t) = l + tJ]C n P fe (£), n>2 
fe=i 

avec bien sur P± = 1. On pose Po = 0, ce qui nous permet d'ecrire pour n > 1 

n 

(l + *)P n (*) = l + *£<7£p fc (*) 

fc=0 

En considerant une indeterminee supplementaire zona done : 

n>0 n>0fc=0 V ; 

fc,Z>0 

= e*-l + fe*5X*)^ 

fc>0 
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soit encore : 



Pn ® z n = eZ ~ 1 



n\ l-t(e z -l) 

n>0 V ' 

Integrant les deux membres entre — 1 et on a done : 

J ~ 1 n>0 U - 

d'ou / P n (t) dt = pour n = et n > 2, ce qui demontre le lemme 
On note S k (V) l'espace des tenseurs symetriques homogenes de degre k, et on pose : 

S( 2 \V) = 0^(7) 

fc>2 

D'apres le § 1.4, l'ensemble des (p(U).v, v G S^(V) est forme d'elements primitifs de A, et 
done l'ideal J engendre par cette famille est un ideal de Hopf. 

Corollaire II. 8. 

L'ideal de Hopf J (resp. J) est contenu dans A (resp. A^) 

Demonstration. II suffit d'apres le corollaire II. 4 de montrer que (p(U)(v) appartient a A 1 ' 
pour tout v G S( 2 >(V). Or cet element est primitif (theoreme 1.5) et < ip(U)(v), a >= 
pour tout mot a, d'apres le lemme II. 5. Soient maintenant deux phrases a± et «2 de A 
telles que : 

< (f(U)(v), a, >= 0, i= 1,2 

Alors : 

< (p(U)(v), ai • a 2 > =< A(p(U)(v), ai®a 2 > 

=< <p(U)(v), ax X 1, a 2 > + < 1, ax X <p(U)(y),a 2 > 
= 

d'ou on deduit que < {p(U)(v),a >= pour toute phrase a. Ceci demontre le theoreme 
ILL 
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